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OPEBATEURS ABSOLUMENT CONTINUS
PAR
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On introduit urre nouvelle classe d'opCrateurs, nommds absolument continus
parce que par l'isomorphisme naturel concernant l'6quivalence des thdories pr6-
sentdes par Halmos et Bourbaki ils correspondent aux mesures absolument
continues. Divers rdsultats concernant les op6rateurs faiblement compacts
et les treillis de Banach dont la topologie est (o)-continue sont pr6sentds aussi.

INTRODUCTION

^On sait que dans la thdorie de la mesure la continuitd absolue joue
un rdle essentiel dans un grand nombre de questions. La presente note
se propose rle g6n6raliser cette notion en d6finissant une relation de con-
tinuitd absolue entre des opdrateurs et ales fonctionnelles.

_ _ 
Le rdsultat principal affirme I'itl.entit6 de Ia classe des opdrateurs

absolument continus et positifs de e(C(S), X) (S un espaoe compact de
Hausd.orff et X un espace ord"onnd de Banaoh) et la classe d.es opZrateurs
faiblement compaot e-t positifs. En particulierj il rdsulte que toit opdra-
teur compact de 9(c(s), X) est absolument continu. foutefois il semble
plausible que l'6noncd principal soit vrai sans la condition cte positivitdr.

Pour faciliter la lecture nous ayons introcluit dans le $ 1. toutes
les notions concernant la thdorie de la mesure. Dans le $ 2. nous avons
p$gent6 un thdordme d.'isomorphisme algdbrique entre I'espace d.es mesures
ddfinies sur un anneau de Boole e et I'espace d.es mesures de Radon
ddfinies sur l'espace de Stone associd i, €-. Par cet isornorphisme les
mesures i, variation finie et les opdrateurs absolument sommables se
correspond.ent. Le rdsultat principal de $ B montre que par le m6me
isomorphisme les mesures absolument continues positives- et les opdra-
tours absolument continus positifs se correspondent dgalement (voir th.3.4.).

I La rdponse A cette question est positive. Voir [15].
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Enfin, dans le $ 4, nous donnons la caract6risation des treillis
o-complets'et sdparables de Banach dont la topologie es-t (o)-continue.
Ils soit prdcisdment les treillis o-complets et sdparables de Banach- X,
sur lesquels il existe une structure (moins fine) cte Al,-espace Alu inttgit
sur toul intervalle au sens de I'ordre la mdme topologie que X (th6o-
rdme 4.6). Dans un tel espace tout intervalle au sens de |'ordre est
relativement faiblement compact.

$ T. CEUfNALITfS SUR LA THEORIE DE LA MESURE

Dans ce qui suit nous voulons prdciser les notions concemant la
thdorio de la m-esure ddveloppde sur tles treillis de Boole. Cette thdorie
est importante par ses applications parmi lesquelles nous citons : la thdorie
spectrale (te cas tles algdbres de projecteurs, voir [5]) et la thdorie tles
probabilites (voir [14]).- Nous commengons par la suivante:

1.1. DrirrrcrrroN. Un treillis € sera nomm6 111 2nn€Ell tle Boole si
pour tout n e € ltensemble €" : {g e e; U 4o} est une algdbre de Boole
par rapport ir, Itordre intluit.- {.2. Remarque. Dans un anneau de Boole il existe le plus petit
6l6ment 0.

!.3. Remarqae. Soit € un anneau de Boole et soit r ( 3t clans e.
Alors il existe et il est unique un c* e @ tel que

aAu* :0
n\rl a* : g.

1.4. Eemarque. La notion dtanneau tle Boole a dt6 pr€sentde dtune
manidre dquivalente par Kelley dans [9].

1.5. Dr4rrxrrroN. Ifn anneau cle Boole € est tlit un 8-anneau do
Boole si 9" est une o-alg0bre de Boole pour tout n e9..

1.6. hemarque. SoIt' T un ensemble abstrait et soit € (respective-
mont 6) un clan (une semi-tribu) cle parties de T. Alors € est un anneau
tle Boole (respectivement E un 8-anneau de Boole).

1.7. Remarque. Duns ce qui suit € tldsignera un anneau deBoole,
E un 8-anneau de Boole et X un espaoe tle Banach.

1.8. Dr4mrrrrrroN. Une application m : € -> X est tlite une mesure si :

etU e8, ahy : 0 :)m(oVg) : m(o) + m(g).

Ifne mesure tn : € + X est tlite o-atttl.itive si pour toute suite {oo}n

d'6l6ments disjoints de € telle que V oo e 8, on a:
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1.9. DrdrrNrrroN. Soient m : € -+ X et p: @ + R* deux mesures.
On ttit que m est absolument continue par rapirort i p et on dcrit n < t!
si pour tout e )\ fr e € il existe I : 8(e, o) 10 tel que :

Uee* V"@)< 8 +llm(s)ll <u

On cloit rappeler ce rCsultat important (voir [1]) :

1.10. Tufonilrn. Pour toute mesure o-atlditive rtr: s -+ X, S une
o-algdbre d.e parties, il existe une mesune o-ailtlitive et positive p : 8- -> R*
telle que m<F,.

La thdorie d6velopp6e ci-dessous nous permot d'dnoncer ce t{sultat
pour les o-algObres de Boole.

$ 2. LA CONSTnUCnON DE glr(e)

Pour o e I considdrons lonsomblo ctes 6l6ments \non, otl cr, eR,
l€tr

o, e9,, e*0r r:,Yr aa &Ani:O(i,+il, I un ensemble fini arbi
traire. Oonsiddrons dgalement la relation d.'dquivalence suivante :

I,uae6- >9/i C+ {eo\fe + 0 :) ci : 9i}.

Ddsignons par 6,(€) I'ensemble quotient. On peut munir S"(€) d'uno
strncture naturelle de treillis norm6 :

z4. , - -----l-------
Zuoeo { Z%fi : E(nr* 9i) erA"fit

a Ea',ao: 2uaP1,

Zatea7 0 €) a6 ) 0,

, .

llXcoaall : sup lcq l'

Le compl6td de @,(€) sera d6sign6 par 6,(€). Alors on peut consiildror
les espacos localement conrrexes suivants:

6(@) : lim 6,(e)

grLpl : Um 6"(e).

9lI,(@) est un analogue d.e ltespace des fonotions totalement €'mesurables.
Voir aussi [4].
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Pour S un espace localement compact de Hausd.orff et K C S
un^ c_o_mpact, consid6rons I'espace de Banach (muni de la norme sup)
q(S, Kl_ des fonctions rdelles et continues dont'le support est conteiu
dans K. Consid6rons l'espace vectoriel suivant

C(S) : lim C(S, K)
E

muni de la topologie limite inductive.
Un autre espace fondamental pour la thdorie de la mesure est

Mesr(€) ,l'espace de mesures m: € + X (X est un espace localement
convexe de llausdorff) ir, semi-variation finie, c'est-d,-tlire tellos que pour
tottt u e Q et toute semi-norme continue q sur X on ait :

fio@) - sup e(laa,n(n ))< *oo

otr le sup est pris pour toutes les familles finies {a1}asp et {nu}oEo telles que
lcol( 1, uu e8* qAnr:0(i'+i),8 6t'ant un ensemble fini arbitraire.

I-,a liaison entre les espaces e[(€) et C(S) est don:rde par la thdorie
de Stone concernant la reprdsentation des algdbrds de Boole. Pour I
un anneau de Boole ddsignons par S l'espace (localement compact) de
Stone associd b €. On met en dvid.ence une application injective 9 ddfinie
sur € et d valeurs dans ltanneau des parties compactes et ouvertes de S,
telle que :

1.

q

3.

4. Pour tout compact K C S il existe o e € tel que
On peut dnoncer le suivant:
2.1. Tsfonfrrrrp. Soient € un anneau de Boole, S I'espace

K c p(o).

q(nY y) : e@) U q(y}

,p(n Aa) : e@)O q(y)

n<s €+q(r) Ce@).

associd i, € et X un espace loca,lement convexe is6quentiellement
de Hausdorff. Alors il existe un isomorphisme :

erc(e);; c(s)

algdbriquement et topologiquement. On a:

Mes*(€)$ t1*1uy, xy,

a,lgdbriquement. De plus, pour U et m en correspond"anoe on a

rsgp q(U(/)) : ff,(/),
t €0(8, e(l))

lltll < 1

oir -4 e I et q est une semi-norme continue sur X-
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La ddmonstration est facile.
ce thdordme rdduit rrdtude des rnesures abstraites i, cele des mesu-res de Radon.

*_ ,2.2. Remarrlue. gi op luppose de.plus qle X est un espace locale-ment convexe ordonnd, c'est-i-*dire si li,,topgi"d i""f'"st donnde parune famille de semi-noi_-"s *oooToo.*, 
"r".ilit,G*oi[niu,ou rf" est dgare_ment au sens de lrordre.

2.3. Remaraae. Considdrons lo cas of € est une algdbre de Boole.AJors pa'r l'isom'orphisf;-,ilHi ;-"*L; 
"""i"t,l""i ?iii", de Mes*(€)et les opdrateurs a6sorurnenr -;;;;;i"*- a"^sicts;" xj il co'espond.ent.Dimonstrati,on. on peut se rest"ei"are fdilbriiu;; *o* 

"** 
des espacesde Banach. cf. le gndoriime ;;^p-;"gement des mesures i, variation

#;,sH*'if Jft *'i,;'ef 't-ttdi#i*J,Ji""x"g"3,;ru;"'*i"ts#;les mdmes, rdsultat 6tafii pur'Fi"is"n iril.,"-"- 
*" -'

2.4. Le nror,ongement itei mesura-iectoitettis. pcur tout espace norm6 xeonsiddrons rtsna,cd .r(,!i d; i"#ti""* raeues ui no"",il., drdfinies surla boule unit6 de X*.'fviuniss;-";ixj des structures natureltes. Alors3(X) est un treiltis 
"o*pi"Ti" il#udn, a t;""iij-l"itul'o6*igoons par

F-. 'x,* a(x) le ptoog6mett-;#;;"e. on peut dnoncer le rcsultatsurvant :

FRoposlrrow. Soient. €, €, des algibres de Boole, m : € + X etp,: €' -> R _ des nresur€s d lemi_vari;i;;fft",'"t"ir#'il"
s.

b.

I ce'
llm(.4)ll <p(,4), Aes.

Alors il existe une mesune m, e Mess,x,(€,) telle que :
L'' m'l €:iro-.
b'. llm,(-A)ll < p(_4), A eC,.

Ddmonstrattn;_!:t, U e €(e[(e), S(X)), I,op.rateur tt,intdgrationassocid h" i* " m. Alors :

U("f) : ,l,s,r,(ir. m) (/) :J/a{t* 
"m)

pour tout f e Sk@). On a :

iu(/)t 
" (frrr 

u*)"

e € et toute semi-norme continue sur X, g, on a

mo{r; : sur.!-c{m{ci)) <*oo,i€l
ot Ie sup est pris pour toutes les c€compositions disjointes et finies {*i}er de o dans €.

(*)
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oir u reprdsente I'unitd tle S(X). I-,e-th6ordme de llahn-Banach dans la
version he Kantorovich montre'que U se prolonge i, 9IC(€') en conservant
I'indgalitd (*), c.q.f.d.- ---'[..i: 

iteriror,fue. Le plongemegt-i* est une isomdtrie. Les conditions
de l'6noncd n'asJurent pas I'unicitd de m'.

g s. orfnntnuRs ABsorruMENT coNTrNUs

Dans son livre concornant I'intdgration, Bourbaki pr$sente le th6o-

"Ot"e 
Oe-Letesgue-Witottym sous la-forme'suivante (voir [2]' Ch. Y'

$ u' u'r11' 
ftk****r. pour p, et v deux mesures ite Radon positives,

tldfinies surle m6me espace bbalement compact T, les cond.itions suivantes

sont dquivalentos :

a. v(F.
f. poii'tous/eC(T),-f 20et, E )0ilexiste I >0telque

g eC(T),.0<g<t loar<8+lrd"<'.
c. tr eC(T)*, \ 2 0, pAI 

=-0 
:) v[-]' :.0'

Ce r6sultat'ooo* 
"6tthi.it 

ar, U consitl.dration d'une classe nouvelle
dtopdrateurs.* ---il;"* 

ce qui suit X tt6signera un espace de Barrach et Z w treillis
localement 

"ooo"""6l 
Eausdorft. Par c-ons6quent la topologie d.e Z est

clonndo par une famille d.e semi'normes solides

lrl < lgl elans X +p(r; <P(Y).

3.2. D6l'rxrTrON. Un op6rateur u eq(z,x\ est ttit absolument
continu par rapport i,uns fo^nctionnelle _z* Fz*, 2* > 0 si pour tout
e >0 e{ a.Zi-u> 0 il existe un I >0 tel que

U eZt lyl4a, z*{lgD < I + llU(Y)ll < e.

Dans ce cas on note U 4z*.-Un ope"ateur i .ep,X) est dit absolument continu s'il existe
ro "*-.2*', 

zi > o, tel duri V <r!. D6signons par-L$J!,Jl te sous-

;-pr* 
"u"tb"U 

hes'operateurs absolument lontinus de 9(2, X)'
3.3. EemarEues:
1. Blvidemment, tout opdrateur rte g(Lt(p), x) est absolument

continu, mais la propri6t6 resle vraie pour {,u1 treillis o--complet de

B-;;d sdparable'qui, de plus, est un-dua1. Yoir aussi 4.6 ci-dessous.

2.'Tout opdrateur absolumont continu transforme les suites fai-
bhmJnt baucny et majorCes au sens de I'ordre en suites- c-ouvergentes'

F"" co"sOquen'fl tout oirdrateur absolument continu de g(C(S)' X) est
faiblement comPact (voir [6]).

'a-
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3. fout opdrateur majord (intdgral, ou absolument sommable au
sens de Pietsch) de 9(C(S), X), S dtant comme ci-dessus, un espace com-
pact de_rlausdorff, est aussi absolument continu, mais la classebes opdra-
teurs absolument continus est strictement plus large.

^4. Ir'application iclentique de Zfi est absolument continue par rapport
i, la fonctionnelle (1, 1,. . . ) e Jff, mais elle n,est pas faiblement comficte.

5. Soient Z un treitlis bornologique sdquentiellement cofiiplet,5. Soient Z un treillis bornologique sdquentiellement complet,
alyfo_{f, et X un treillis complet de Banach, avec I'unit6 forte.de llausdorff, et X un treillis complet de B

Alors 9(2, X) est un treillis complet. De plussr:

a4a* t+ lU l(a*.

6. On peut prdsenter la thdorie des opdrateurs absolument continus
dtuge manidre dquivalente, en considdrant dans la d6finition 3.2 ci-dessus,
au lieu des fonctionnelles** e Z*, des mesures de Radon positives d6fi-
nies sur des parties S, o(Z*, Z)-fermdes de Z*, pour losquelles il existe
des voisinages U, de l'origine dans Z, telles que

a' S c IJ',

b. ?a@)::Eg l.a,s)1,
pour tout a eZ.

La notion dtopdrateur absolument continu peut 6tre introduite
d, partir de ltisomorphisme {,,y donnd par le thdordme 2.1 ci-dessus. Con-
siddrons les espaces vectoriels suivants:

Mesy (E, tr) : {m e Mes" (S); m ( pr,}

pour p : S -> Rn une mesure o-additive.

AC,,(Z,X): {U e AQ(Z, X); U < z*}

pour a* eZ*, z* 2 0.

. - ^Alo_fu_p-our 
tout espace ordonnd de Banach Y, les espaces Mesl(E, p)

et AC,. (zrY).sont des especes vectoriels ordonnd's par r:apport a, itorhire
canonique. Ddsignons par Mes$ ("E, 1.r,), respectivement par AC;I(Z, Y)
Ies sous-espac€s engendrds par les dldments positifs.

3.4. Tsfonttrm3). L,isomorphisme *" inAuit un isomorphismo:

$r : Mesg (s, tr) * ACt*,u, (C (S), y)

algdbriquement et au sens de ltordre.
Ddmonstration, rl suffit de prouver que dans le cas oir E est une

o-a,lgdbre de Boole on a:

m e Mes" (E, p), m ),= 0 -) *r (m) ( {n (tr).
3) Voir aussi [15].

j
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L,e th6ordme do Hoffmann-Jorgensen conoernant le prolo4ggm.ent d.es

,rr.so""u (voir [S]) permet d'ial"entifier S avec Ia tribu de Borel de S. Parce
q"" - ust 

"-aittiitive, 
il rdsulte que {"(m) est un opdrateur faiblement

"'o*pu.i-o. 
qcisi, v1 1"oit t6l brop.'i+i.- supposons ql" :l'l(-)-4.*:

e1o"'s if existe' ro j O, 
'a'> 0 ei it -exiJte 6gilement une suite {/,}, ale C(S)

telle que

0 </,.-(o, J1. 
dp <;, ll{r (m) (-f')ll > 

'o'

Il'espace M(S) des fonctions /, S:--F. totalement
treiliis o-comlilet, sous-espace de C(S)**, bidual de
d6rer dans M(S) les 6l6ments suivants :

@g*: Y f*
k:n

6

g : Argn,

On considdro le sup et I'inf ponctuels. Alors :

lrar:o
donc :

(({y(m))** lutsr) (g) : 0.

Du th6or0me de l-.,ebesgue concornant la convergence clominie ilrdsulte

^. 
t!"(m)**irrs, (go) - o, o(Y, Y*)'

De plus:
b' o < ({"(m)**lutsrXg"){'

Alors a. et b. entrainent (en vertu clu thdordme de Dini, [12] ch' Y,

th. 4.tt q"ue tfy(m)** Inrs, (g,) + 0 dans X' D'autre part on a

c' ll{"(m) (g,)ll > ll{v(m) (J)ll>-es

pour tout ro e N, contradiction.
""*^ g;t'Cbn-or,i.4anr. Pour tout espace de Banach X on a I'isomorphisme

dtespaces vectoriels ordonn6s suivants: '

Mes$1xr (s, F) * AC',(C(S)' g(X))'

3.6. Conor,r,l'rns. Soient S un espace comp-ac.t -de Eausclorff et U
oo op?tnt.io-fi#-e.liCiSl, Vi. at"ln U est^faiblement compact si,

S-mesurables est un
C(S). On peut consi-
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et
g*

seulement si, I) est absolument continu. Dans ce cas il existe un
e Y*, tel que U ( ly* " Ul. De plus :

9 ( V < U, U faiblement compact :) V faiblement compact.
Pour la ddmonstration il suffit de rappeler le rCsultat suivant oblenu

par Rybakov ((voir Matematicheskie zametki (1970, 7,247-254). Pour
toute mesurc o-additive m : E- + Y, E une algdbre de parties, il existe
vL E* e Y*, tel qve nx 4 lu*.m\.

3.7. Conor,LArRE. Tout op6rateur compact cte 9(C(S), X) est absolu-
ment cont'inu.

Comme l'a montrd Krengel (Bull. Amer. Math. Soc. (19G0, 72),
L32-\33) l'espace des opdrateurs lin6aires et compacts U: C(S) -+ A(X)
est un treillis.

3.8. Thiordme d,e Jord,an aectoriel. Le thdordme 3.4. nous conduit
ir considCrer la notion suivante :

DEprxrrrox. IJne mesure A, semi-variation finie m: I --> X est
dite strictement absolument continue si I'op6rateur assooid par le thdo-
rdme 2.1 provient de AC(C(S), X). La mesure m est dite strictement
absolument continue par rapport b une mesure p : € + R* si I'op6rateur
associd provient tle AC*(C(S), X). On note m {{ pr,.

Evidemment m {{pr + m < p., mais la rdciproque n'est pas vraie.
Les cas les plus importants quand. on a la rCciproque sont les suivants :

a. m est majorde per p.
b. m et pr, sont d.es mesures o-adtlitives et positives, dCfinies sur

un 8-anneau d.e Boole.
I-,,a continuit6 absolue stricte intervient d'une manidre essentielle

dans la gCndralisation du thdordme de Jordan au cas vectoriel. Nous
pouvons dnoncer le suivant :

Tnfoniun. Pour m : & -+ X une mesure o-additive, S une algdbre
de Boole, les conditions suivantes sont 6quivalentes :

(1) m est Btrictement absolument continue.
(2) i".m: Dl - Dzr

ori m' mf sont d.es mesures o-additives de Messl';1 (E), m, m, ) 0.
Du rdsultat cit6 de Krengel on d.6duit faoilement que toute mesure

o-additive rn : E -+ X est strictement absolument continue si elle est
compacte.

3.9. I-,ia'thdorie des opdrateurs absolument continus peut 6tre pr6-
sentde entidrement i, partir des rdsultats exposds par R,. Cristescu dans [3],
surtout ch. VII, no 3. En particulier, dans la ddmonstration du Thdo-
rdme 3.4 ci-dessus, on peut Cviter ltutilisation du thdordme de llebesgue.

D'ailleurs notre rdsult,at,3.4. est un analoguo topologique d.u th6ordme
principal dtabli par R. Cristescu clans [3], ch. YII, no 3.

s4. r.t corDrIroN(+)

I-re thdordme 3,4, et, particulidrement sa ddmonstration, nous cond.uit
b la considCration des opCrateurs Ue9(Z,X) pour lesquels il existeun
a* eZ*, z* > 0 tel que:

(*) Ker a* A Z* CKer U.
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Cette condition est assez restrictive car ltapplication identique d.e 7!
(Car{t I > no) ne la satisfait pas.

Tout opdrateur absolument continu satisfait trivialement d, la
condition (*), mais la r6ciproque n'est pas vraie.

I-.,a d.imonstration clu thdordme 3.4 nous assure que sous les hypo-
thdses suivantes la contlition (*) implique la continuitd absolue :

1. Z tn treillis o-complet localement convexe.
2. z* eZ*, E* ) 0 satisfait d la condition suivante:

10

'. (J, ") 
* fi,'*,'.'

pour toute suite majorde {4,}n de
3. X est un espace ord.onn6
4. U e 9(7',X)i A ),=0 et d.e

z^ { 0 au sens de I'ordre:;tl(4,) + 0.

4.1. Remarque. L'es conditions L et 2 ci-dessus sont satisfaites par
exemple pour Z un treillis o-complet localement conYexe dont la topo-
logie est (o)-continue. C'est le cas des espaces I,.(fr) (1 <p < co) ou des
treillis nucldaires complets.

Les rdsultats obtenus par Y. Komura et S. I(oshi dans [10] nous
permettent d.'6noncer dans le cas d.es treillis nucldaires le suivant :- 4.2. Tsfoniuo. Soient Z un treillis nucldaire rdflexif et X untreillis
complet de Banach h I'unit6 forte. Alors :- a. T'a condition (+) dquivaut h la continuit6 absolue.

b. s(2, x): Ac(zz X):
c. Pour tout a* eZ*, a* 2 0l'espace "LC,,(Z, X) est un sous-espace

que tout operateur U e 9(Z' X)
absolument continu. En eftet,
famille d.e semi-normes :

llnll". : z*(lnl)

otr o e Z et z* e Z\. T'a rdflexivit6 cte Z implique la compl6titutle au sens
de la topologie (voir [13], ch. Y, Th6ordme 7.4\ et par colrs6quent au
sens de t'ordie (voir [10]). Donc 9(2, X) est un treillis complet. Avec la
remarque que la topologie d'un treillis nucl6aire est (o)-continue il resulte
a et bl It rtste i, piouvir c. A cette fin il suffit d.e considdrer une famille
{U,} majorde et fittrante d'6ldments positifs cle AC,.(Z, X). Pour tout
z eZ,")-0 on a:

(syn U,)(a) : slp A"@).

Alors
aeZ, z 7 0t a*(al :0 :) (suP U') (a) : g

c.q.f.d.

de Banach.
plus:

normala) d.e 9(2, X).
D 4monstration. D' ubord, observons

satisfait h, la conclition (*), d.onc il est
la topologie de Z est engencLrde par la

I

I

I

__li.-

r) Au sens de [3], ddlinition 1, page 94.
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4.3. Conor,Lunn. sous les hypothdses du thdordme 4.2 ci-dessus

pour tout a* eZ*t a* 2 0 on a:
9(2,,X): AC.'(Z,X) @ AC,'(Z',X)L' :

Donnons enfin une classe assez large d'opdrateursr non ndcessaire-

ment absolument continus, mais qui satisfont i, la conclition (*) : . ---- - i.+. LnMME*. Soient Z un treillis bornologique sdquentiellement
oo*pt"t, "t x oo espace normd_s6parable. Alors pour tout u eg(zrx\
il existe un a* eZ*, z* ) 0 tel que :

z 2 0, z*(z) :0 :) U1a; : 6.

Ddmonstrati,on. Pat l'hypothdse X* est o(X*, X) s6parable,- donc
il existe une suite {ul-\,,, o1X?, X1 dense clans la boule unitd cle X*.
irAi-igoo"*-par iy r I -' a1)i; _ie plongement d*.-T dans 3(l). Alors
qZ,?tXll e^st unireillis complet et on peut considdrer la fonctionnelle:

@1
z*(z) : 3,+ (lix,u l(e)) (rf).

Du fait que pour tout a ) 0 on a:

lrl"u l(e) : ,ll€, 
| (iv'u) (a')l'

il r6sulte que la s6rie qui d6finit a* est absolument sommable. Pour tout

" ZZ, " ) O la foncti6n lia"Ul(a) est o(L*, X)-infCrieurement continue
sur la boule unitd d"e X*. Par consdquent :

zeZ, z ) 0, z*(z): 0 :) U(a) : 9.

c.q.f.d. i *- 
4.b. Conor,r,.trnp. Soient E un 8-anneaude Boole,Xunespace sCpa-

rable d.e Banach et m: E + X une mosure o-adclitive. Alors il existe

""" -"*"*" "-uaaitio" 
g, : E -> R* telle que m 4 *. supPoso.ns de.plus

que X est un espace oi'd.onnd de Banach et que m est positive. Alors
m{{ rr.-"' Dd*onstration ilirecte. Soit {of}, commo dans la ddmonstration
du lemme. Considdrons les mesurris o-atlilitives p, : E -+ R ct6finies par

p"(/) : a*(m(e)).

Alors la mesure o-atlttitive p. : E + R*, ddfinie par

F(1) : P-,*rp,,l 
(1)

satisfait aux conditions du eorollaire (voir aussi le th6ordme 3.4. ci-clessus)

e.q.f.d.

ii

g

f-

L.

I

l:

il

-Ce 
resuttat a 6t€ formul6 pendant une discussion avec M. S. Teleman'
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-r.l 
semble plaug-iblg a}e l1 condition de.sdpalabilitd de X soit superfrue.

Dulemme 4.4 il rdsulte facilement qu'on' ala caraiiirisation sirioaote
des treillis de Banach, dont la topologie est o_continue i

4.6. TsEonEuCI. soit -x un treittis o-complet d.e Banach, sdparable.
Alors il existe un o* e L*, r* ) 0 tel que:

Ker n* f'l X*

supposou cle plus que la topologie de x est o-continue. Alorspour tous n eX, n);-0 et e )0 il existe I >0 tel que:

lyllq n*(lsD < 8:> llsll< "
ctest-4,-dire il existe sur, X une structure d,e Al--espace (moins fine) quiinduit sur tout interyalle une topologie plus finei

4.7. conorlArRp. soit X un treillis-de Banach, sdparable, rlont la
to,pologio est (o)-continue. Alors tout intervalle au s'ens^ ae Poiare Lsi
relativement faiblement compact.

Regu le 4 octobre 1977
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