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OPERATEURS ABSOLUMENT CONTINUS

PAR
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©On introduit une nouvelle classe d’opérateurs, nommés absolument continus
parce que par l'isomorphisme naturel concernant 1’équivalence des théories pré-
sentées par Halmos et Bourbaki ils correspondent aux mesures absolument
continues. Divers résultats concernant les opérateurs faiblement compacts
et les treillis de Banach dont la topologie est (o)-continue sont présentés aussi.

INTRODUCTION

On sait que dans la théorie de la mesure la continuité absolue joue
un role essentiel dans un grand nombre de questions. La présente note
se propose de généraliser cette notion en définissant une relation de con-
tinuité absolue entre des opérateurs et des fonctionnelles.

Le résultat principal affirme l'identité de la classe des opérateurs
absolument continus et positifs de £(C(S), X) (S un espace compact de
Hausdorff et X un espace ordonné de Banach) et la classe des opérateurs
faiblement compact et positifs. En particulier, il résulte que tout opéra-
teur compact de £(C(S), X) est absolument continu. Toutefois il semble
plausible que 1’énoncé principal soit vrai sans la condition de positivité:.

Pour faciliter la lecture nous avons introduit dans le §1. toutes
les notions concernant la théorie de la mesure. Dans le § 2. nous avons
présenté un théoréme d’isomorphisme algébrique entre ’espace des mesures
définies sur un anneau de Boole € et ’espace des mesures de Radon
définies sur espace de Stone associé & €. Par cet isomorphisme les
mesures a variation finie et les opérateurs absolument sommables se
correspondent. Le résultat principal de §3 montre que par le méme
isomorphisme les mesures absolument continues positives et les opéra-
teurs absolument continus positifs se correspondent également (voir th.3.4.).

1 La réponse a cette question est positive. Voir [15].
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Enfin, dans le §4, nous donnons la caractérisation des treillis
c-complets et séparables de Banach dont la topologie est (o)-continue.
Tls sont précisément les treillis o-complets et séparables de Banach X,
sur lesquels il existe une structure (moins fine) de AL-espace qui induit
sur tout intervalle au sens de ordre la méme topologie que X (théo-
réme 4.6). Dans un tel espace tout intervalle au sens de I’ordre est
relativement faiblement compact.

§ 1. GENERALITES SUR LA THEORIE DE LA MESURE

Dans ce qui suit nous voulons préciser les notions concernant la
théorie de la mesure développée sur des treillis de Boole. Cette théorie
est importante par ses applications parmi lesquelles nous citons : la théorie
spectrale (le cas des algébres de projecteurs, voir [5]) et la théorie des
probabilités (voir [14]).

Nous commenc¢ons par la suivante :

1.1. DEFINITION. Un treillis € sera nommé un anneau de Boole si
pour tout & € € ’ensemble €, = {y € C; y < x} est une algébre de Boole
par rapport & l’ordre induit.

1.2. Remarque. Dans un anneau de Boole il existe le plus petit
élément 0.

1.3. Remarque. Soit € un anneau de Boole et soit z <y dans C.
Alors il existe et il est unique un a* € C tel que

xNa* =0
oV a* =y.

1.4. Remarque. La notion d’anneau de Boole a été présentée d’une
maniére équivalente par Kelley dans [9].

1.5. DEFINITION. Un anneau de Boole € est dit un 3-anneau de
Boole si €, est une c-algébre de Boole pour tout = €C.

1.6. Remarque. Soit T un ensemble abstrait et soit € (respective-
ment 8) un clan (une semi-tribu) de parties de T. Alors € est un anneau
de Boole (respectivement 8 un 3-anneau de Boole).

1.7. Remarque. Dans ce qui suit € désignera un anneau deBoole,
8 un S-anneau de Boole et X un espace de Banach.

1.8. DEFINITION. Une application m : ¢ — X est dite une mesure si:

z,y €€ ANy =0= m(zVy) = m(z) + m(y).

Une mesure m : € — X est dite c-additive si pour toute suite {z,},

d’éléments disjoints de € telle que V x, €C, on a:
n=1

m(:\illw,',) == ’z‘,lm(wu)

ol la série converge dans la topologie de X.
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1.9. DEFINITION. Soient m:C — X et p: € — R, deux mesures.
On dit que m est absolument continue par rapport & . et on éerit m < p
si pour tout ¢ >0, x € C il existe § = (e, ) > 0 tel que :

yel, uny)<d =2my)<ec

On doit rappeler ce résultat important (voir [1]):

1.10. THEOREME. Pour toute mesure c-additive m: & — X, & une
s-algébre de parties, il existe une mesure s-additive et positive @ :8§ — R_

telle que m < .
La théorie développée ci-dessous nous permet d’énoncer ce résultat
pour les c-algébres de Boole.

§2. LA CONSTRUCTION DE $1(Q)

Pour # €€ considérons l’ensemble des éléments Y, «; olt «; R,
ieF
% €€, 4,50, =V x;, 2;A®%; = 0(¢ 5+ j), F un ensemble fini arbi-
iEF

traire. Considérons également la relation d’équivalence suivante :
Zaie;~ ZBif; © {6 \fi F 0= oy = B}

Désignons par &,(C) I'ensemble quotient. On peut munir §,(C) d’une
structure naturelle de treillis normsé :

N N T —
S, + ZBifi = S+ By) & NS

P P
[r 4 a,-ei == Eow.;e;,
S
e >0 & a; >0,
S

| Za;6;l] = sup | l.

N\
Le complété de &,(C) sera désigné par &,(C). Alors on peut considérer
les espaces localement convexes suivants : '

8(€) = 1_i_1_1_1>{3=(@)

-\
M(C) = lim &,(C).

9(C) est un analogue de 'espace des fonctions totalement C-mesurables.
Voir aussi [4].
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Pour S un espace localement compact de Hausdorff et K C S
un compact, considérons I’espace de Banach (muni de la norme sup)
C(S, K) des fonctions réelles et continues dont le support est contenu
dans K. Considérons l’espace vectoriel suivant

C(S) = lim €(S, K)
=

muni de la topologie limite inductive.

: Un autre espace fondamental pour la théorie de la mesure est
Mesx(C) ,I’espace de mesures m:€ — X (X est un espace localement
convexe de Hausdorff) & semi-variation finie, c¢’est-a-dire telles que pour
tout € C et toute semi-norme continue ¢ sur X on ait:

m () = sup Q(% am(x;)) < +
i€

ou le sup est pris pour toutes les familles finies {«;};cr €t {;}; ey telles que
;| <1, @, €€,y ; Aw; = 0 (4 55 j), F étant un ensemble fini arbitraire.

La liaison entre les espaces 81(€) et C(S) est donnée par la théorie
de Stone concernant la représentation des algébres de Boole. Pour €
un anneau de Boole désignons par S P’espace (localement compact) de
Stone associé & €. On met en évidence une application injective ¢ définie
sur € et & valeurs dans ’anneau des parties compactes et ouvertes de S,
telle que :

1. e(xVy) = o(x) U o(y)
2. o(xAy) = o(2)N o(y)
3. r <y o(x) C oy)

4. Pour tout compact K C S il existe x €€ tel que K C ¢(z).

On peut énoncer le suivant :

2.1. THEOREME. Soient € un anneau de Boole, S 1’espace de Stone
associé & € et X un espace localement convexe 'séquentiellement complet
de Hausdorff. Alors il existe un isomorphisme :

M(C) > C(S)
algébriquement et topologiquement. On a:
¥
Mesy(€) = £(91(e), X),

algébriquement. De plus, pour U et m en correspondance on a

sup q(U(f)) = m(4),
7 €C(8, o4)
<t

out A €€ et ¢ est une semi-norme continue sur X.
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La démonstration est facile. v

Ce théoréme réduit ’étude des mesures abstraites & celle des mesu-
res de Radon.

2.2. Remarque. Si on suppose de plus que X est un espace locale-
ment convexe ordonné, c’est-a-dire si la topologie de X est donnée par
une famille de semi-normes monotones, alors I'isomorphisme Yy est égale-
ment au sens de D’ordre.

2.3. Remarque. Considérons le cas ot @ est une algébre de Boole.
Alors par I’isomorphisme yx les mesures & variation finie ®* de Mesy(C)
et les opérateurs absolument sommables de £(C(S), X) se correspondent.

Démonstration. On beut se restreindre facilement au cas des espaces
de Banach. Cf. le théoréme du prolongement des mesures & variation
finie (voir [4] ch. I, §5, th. 5) il reste & prouver que  les opérateurs
absolument sommables et les opérateurs majorés de £(C(S), X) sont
les mémes, résultat établi par Pietsch [11].

2.4. Le prolongement des mesure veclorielles. Pour tout espace normé X
considérons 1’espace J(X) des fonctions réelles et bornées, définies sur
la boule unité de X*. Munissons J(X) des structures naturelles. Alors
J(X) est un treillis complet de Banach, & D'unité forte. Désignons par
ix : X JX) le Plongement canonique. On peut énoncer le résultat
suivant :

PrROPOSITION. Soient €, € des algébres de Boole, m: ¢ — X et
£:€ =R, des mesures & sémi-variation finie, telles que

ece '
b Im4)]| < w4), 4 ee.
Alors il existe une mesure m’ ¢ Mesyx,(€’) telle que :
a', mll@ =7:x0m.
e T T Im'(4)] < w(4), 4 ee.

Démonstration. Soit U € £(M(e), (X)), Popérateur d’intégra,tioﬁ
associé & iy o m. Alors :

U(f) = daxiyom) (f) = §f d(ix om)
pour tout f edM(C). On a:

* U] < ( g:f} du)u

2) Ur}e mesure m : € — X est dite 3 variation finie si pour tout z €€ et toute semi-
norme continue sur X, g, on a: . < .

my(z) = sup‘};Fq(m(xi» <+oo,

ou le sup est pris pour toutes les d écompositions disjointes et finies {xr;}ier de x dans €.
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oiL u représente l'unité de 9(X). Le théoreme de Hahn-Banach dans la
version de Kantorovich montre que U se prolonge & 9(C") en conservant
P’inégalité (*), e.q.f.d.

2.5. Remarque. Le plongement ix est une isométrie. Les conditions
de I’énoncé n’assurent pas l'unicité de m'.

§3. OPERATEURS ABSOLUMENT CONTINUS

Dans son livre concernant 1'intégration, Bourbaki présente le théo-

réme de Lebesgue-Nikodym sous la forme suivante (voir [2], Ch. V,
5,5, th. 2):

3% ’3.1. THEOREME. Pour wet v deux mesures de Radon positives,
définies sur le méme espace localement compact T, les conditions suivantes
sont équivalentes :

a. v U
b. Pour tous f € C(T), f > 0 et ¢ > 0 il existe 3 >0 tel que

g eCT), 0<g<f, Sgdu< 8=>Sgdv< e.

c. A eCT¥* 2>0, kAA=0=VvALr=0. .

Ce résultat nous conduit & la considération d’une classe nouvelle
d’opérateurs.

Dans ce qui suit X désignera un espace de Banach et Z un treillis
localement convexe de Hausdorff. Par conséquent la topologie de Z est
donnée par une famille de semi-normes solides ’

lz| < |y| dans X = p(@) < p(y).

3.2. DEFINITION. Un opérateur U e €Z, X) est dit absolument
continu par rapport dune fonctionnelle 2* e Z*, 2* > 0 si pour tout
e>0et zeZ, z>0 il existe un 3 >0 tel que

yeZ, |yl <z |y <3d=210MI<e.

Dans ce cas on note U < z*.

Un opérateur U e &Z, X) est dit absolument continu §’il existe
un z* € Z*, 2z* > 0, tel que U <K 2z*. Désignons par AC(Z, X) le sous-
espace vectoriel des opérateurs absolument continus de £(Z, X).

3.3. Remarques :

1. Evidemment, tout opérateur de $£(LY(w), X) est absolument
continu, mais la propriété reste vraie pour Z un treillis s-complet de
Banach, séparable qui, de plus, est un dual. Voir aussi 4.6 ci-dessous.

2. Tout opérateur absolument continu transforme les suites fai-
blement Cauchy et majorées au sens de l'ordre en suites convergentes.
Par conséquent tout opérateur absolument continu de £(C(S), X) est
faiblement compact (voir [6]).
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3. Tout opérateur majoré (intégral, ou absolument sommable au
sens de Pietsch) de £(C(8S), X), S étant comme ci-dessus, un espace com-
pact de Hausdortf, est aussi absolument continu, mais la classe des opéra-
teurs absolument continus est strictement plus large.

4. L’application identique de Iy est absolument continue par rapport
a la fonctionnelle (1, 1,...) €lg, mais elle n’est pas faiblement compacte.

5. Soient Z un treillis bornologique séquentiellement complet,
de Hausdorff, et X un treillis complet de Banach, avec I'unité forte.
Alors £(Z, X) est un treillis complet. De plus® :

U<z* & |U|<e*.

6. On peut présenter la théorie des opérateurs absolument continus
d’une maniere équivalente, en considérant dans la définition 3.2 ci-dessus,
au lieu des fonctionnelles z* € Z*, des mesures de Radon positives défi-
nies sur des parties S, o(Z*, Z)-fermées de Z*, pour lesquelles il existe
des voisinages U, de D’origine dans Z, telles que

a. ScCU°

b. pyr) = 525) | <z2,8>|,

pour tout 2z € Z.

La notion d’opérateur absolument continu peut étre introduite
& partir de I’isomorphisme y donné par le théoréme 2.1 ci-dessus. Con-
sidérons les espaces vectoriels suivants :

Mesy (5, ) = {m € Mesy (8); m < p}
pour p.: 8 — R, une mesure c-additive.
ACAZ,X) = {UeA(Z,X); U<kz*}
pour z¥e Z*, z* > 0.
Alors pour tout espace ordonné de Banach Y, les espaces Mesy (8, 1)
et AC. (Z,Y) sont des espaces vectoriels ordonnés par rapport & 'ordre
canonique. Désignons par Mesy (8, u), respectivement par ACi(Z,Y)

les sous-espaces engendrés par les éléments positifs.
3.4. THEOREME®. L’isomorphisme ¢y induit wun isomorphisme :

Jy: Mesy (8, p)~~ ACfw (C(S),Y)

algébriquement et au sens de I’ordre.
Démonstration. 11 suffit de prouver que dans le cas ot § est une
c-algébre de Boole on a:

m € Mesy (8, ), m > 0 = Jy (m) < g ().

3) Voir aussi [15].
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Le théoréme de Hoffmann-Jorgensen concernant le prolongement des
mesures (voir [8]) permet d’identifier § avec la tribu de Borel de S. Parce
que m est c-additive, il résulte que Yy(m) est un opérateur faiblement
compact de £(C(S), Y) (voir [6] prop. 14). Supposons que Py(m) < p.
Alors il existe ¢, >0, @ > 0 et il existe également une suite {fu}n de C(S)
telle que

0<fi<a, (frau <2i,,, 4y (m) ()]l > -

L’espace M(S) des fonctions f:S — R totalement $-mesurables est un
treillis o-complet, sous-espace de C(S)**, bidual de C(S). On peut consi-
dérer dans M(S) les éléments suivants :

g, =V fm
k=n

9= A4,
n=1

On considére le sup et l'inf ponctuels. Alors:
S gdp =0
done :
(($y(m))** |ws)) (9) = 0.
Du théoréme de Lebesgue concernant la convergence dominée ilrésulte
a.  Yy(m)*ms (g,) =0, oY, Y¥).

De plus:
b. 0 < ($g(m)** |us)(g.) ¥ -

Alors a. et b. entrainent (en vertu du théoréme de Dini, [12] ch. V,
th. 4.3) que $y(m)**|ws (g,) — 0 dans X. D’autre part on a

c. [[dy(m) (g,)] = llgu(m) (£)ll =2
pour tout n €N, contradiction.

3.5. COROLLAIRE. Pour tout espace de Banach Xon a I’isomorphism
d’espaces vectoriels ordonnés suivants : L

Mesgx (8, &) — AC, (C(S), 3(X)).

3.6. COROLLAIRE. Soient S un espace compact de Hausdorff et U
un opérateur positif de £(C(S), Y). Alors U est faiblement compact si,

o] A Q) o, s

]

[~ THE - B~
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et seulement si, U est absolument continu. Dans ce cas il existe un
y* € Y*, tel que U < [y*oU|. De plus :

0 <V<U, U faiblement compact =V faiblement compact.

Pour la démonstration il suffit de rappeler le résultat suivant obtenu
par Rybakov ((voir Matematicheskie zametki (1970, 7, 247—254). Pour
toute mesurc c-additive m: § — Y, § une algébre de parties, il existe
un y* € Y*, tel que m <€ |y*om].

3.7. CoROLLAIRE. Tout opérateur compact de £(C(S), X) est absolu-
ment continu.

Comme I’a montré Krengel (Bull. Amer. Math. Soc. (1966, 72),
132—133) l'espace des opérateurs linéaires et compacts U: C(S) — J(X)
est un treillis.

3.8. Théoreme de Jordan wvectoriel. Le théoréme 3.4. nous conduit
a considérer la notion suivante :

DEFINITION. Une mesure & semi-variation finie m: € - X est
dite strictement absolument continue si I’opérateur associé par le théo-
réme 2.1 provient de AC(C(S), X). La mesure m est dite strictement
absolument continue par rapport & une mesure in: € — R_ si 'opérateur
associé provient de AC,(C(S), X). On note m {{ p.

Evidemment m {{p. = m < p, majs la réciproque n’est pas vraie.
Les cas les plus importants quand on a la réciproque sont les suivants :

2. m est majorée par p.

b. m et p sont des mesures g-additives et positives, définies sur
un Jd-anneau de Boole.

La continuité absolue stricte intervient d’une maniére essentielle
dans la généralisation du théoréeme de Jordan au cas vectoriel. Nous
pouvons énoncer le suivant :

THEOREME. Pour m: § — X une mesure c-additive, § une algébre
de Boole, les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) m est strictement absolument continue.

(2) ixom = m; — my,, .
ou m;,, m, sont des mesures c-additives de Mesgyx, (§), m,, m, > 0.

Du résultat cité de Krengel on déduit facilement que toute mesure
c-additive m : § — X est strictement absolument continue si elle est
compacte.

3.9. La théorie des opérateurs absolument continus peut étre pré-
sentée entiérement & partir des résultats exposés par R. Cristescu dans [3],
surtout ch. VII, n° 3. En particulier, dans la démonstration du Théo-
reme 3.4 ci-dessus, on peut éviter l'utilisation du théoréme de Lebesgue.

D’ailleurs notre résultat 3.4. est un analogue topologique du théoréme
principal établi par R. Cristescu dans [3], ch. VII, n° 3.

§ 4. LA CONDITION (*)

Le théoréeme 3.4, et particuliérement sa démonstration, nous conduit
4 la considération des opérateurs Ue £(Z, X) pour lesquels il existe un
2 e Z*, 2* > 0 tel que:

(*) Ker 2* N Z, cKerU.
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Cette condition est assez restrictive car 'application identique de I3
(Card I > %,) ne la satisfait pas.

Tout opérateur absolument continu satisfait trivialement a la
condition (*), mais la réciproque n’est pas vraie.

La démonstration du théoréme 3.4 nous assure que sous les hypo-
théses suivantes la condition (*) implique la continuité absolue :

1. Z un treillis ¢-complet localement convexe.

2. 2* e Z*, 2* > 0 satisfait & la condition suivante :

z*(?} zn)< y 2*(z,)
n=1 n=1
pour toute suite majorée {z,}, de Z_.
3. X est un espace ordonné de Banach.
4. U € &Z,X), U>0 et de plus:

2, ¥ 0 au sens de l'ordre = U(z,) — 0.

4.1. Remarque. Les conditions 1 et 2 ci-dessus sont satisfaites par
exemple pour Z un treillis s-complet localement convexe dont la topo-
logie est (0)-continue. C’est le cas des espaces L?(u) (1 <p < o) ou des
treillis nucléaires complets.

Les résultats obtenus par Y. Komura et S. Koshi dans [10] nous
permettent d’énoncer dans le cas des treillis nucléaires le suivant :

4.2. THEOREME. Soient Z un treillis nucléaire réflexif et X un treillis
complet de Banach & I'unité forte. Alors:

a. La condition (*) équivaut & la continuité absolue.

b. &Z, X) = AC(Z, X).

~ c. Pour tout ¢* ¢ Z*, 2* > 0 I'espace AC.:(Z, X) est un sous-espace
normal? de £(Z, X).

Démonstration. D’abord, observons que tout operateur U < £(Z, X)
satisfait & la condition (*), donc il est absolument continu. En effet,
la topologie de Z est engendrée par la famille de semi-normes :

2|l = 2*(2])

ot # €Z et 2* € Z*. La réflexivité de Z implique la complétitude au sens
de la topologie (voir [13], ch. V, Théoréme 7.4) et par conséquent au
sens de I’ordre (voir [10]). Donec £(Z, X) est un treillis complet. Avec la
remarque que la topologie d'un treillis nucléaire est (0)-continue il résulte
a et b. Il reste & prouver c. A cette fin il suffit de considérer une famille
{U,} majorée et filtrante d’éléments positifs de AC.(Z, X). Pour tout

ze€Z,z2>0o0n a:
(sup U,)(2) = sup U,(2).
Alors
2eZ,2>0, 2¥2)=0=>(upU,)(2) =0

c.q.f.d.
4) Au sens de [3], définition 1, page 94.
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4.3. COROLLAIRE. Sous les hypothéses du théoréme 4.2 ci-dessus
pour tout 2* €Z*, z* >0 on a:

$(Z, X) = AC+(Z, X) ® AC(Z, X)L.

Donnons enfin une classe assez large d’opérateurs, non nécessaire-
ment absolument continus, mais qui satisfont & la condition (*) :

4.4. LEMME*. Soient Z un treillis bornologique séquentiellement
complet, et X un espace normé séparable. Alors pour toub U € &Z, X)
il existe un 2* € Z*, z* > 0 tel que:

2 >0, 2*2)=0=U(z)=0.

Démonstration. Par I’hypothése X* est o(X*, X) séparable, donc
il existe une suite {a%},, o(X*, X) dense dans la boule unité de X*.
Désignons par ix: X — J(X) le plongement de X dans 3J(X). Alors
€(Z, (X)) est un treillis complet et on peut considérer 1a fonctionnelle :

24z = - (i U1(2) ).

Du fait que pour tout 2 > 0 on a:
lixeUl(#) = sup |(ix°0) (2') 1,

il résulte que la série qui définit 2* est absolument sommable. Pour tout
2z €Z, z > 0 la fonction [ixoU|(2) est o(X*, X)-inférieurement continue
sur la boule unité de X*. Par conséquent :

z€Z, z 2 0, 2¥(z) = 0 = U(z) = 0.

c.q.f.d.

4.5. COROLLAIRE. Soient $ un 8-anneaude Boole, X un espace sépa-
rable de Banach et m: $ — X une mesure c-additive. Alors il existe
une mesure c-additive p: § — R, telle que m < u. Supposons de plus
qu? X est un espace ordonné de Banach et que m est positive. Alors
mi{ p.

{ Démonstration directe. Soit {wﬁ}” comme dans la démonstration
du lemme. Considérons les mesures c-additives p,:8 — R définies par

ta(4) = ar(m(4)).

Alors la mesure c-additive p: 8 — R, définie par

w(d) = £l (4)

satisfait aux conditions du corollaire (voir aussi le théoréme 3.4. ci-dessus)
c.q.f.d.

* Ce 1ésultat a été formulé pendant une discussion avec M. S. Teleman.

i )
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11 semble plausible que la condition de séparabilité de X soit superflue.

Dulemme 4.4 il résulte facilement qu’on a la caractérisation suivante
des treillis de Banach, dont la topologie est o-continue :

4.6. THEOREME. Soit X un treillis c-complet de Banach, séparable.
Alors il existe un 2* € A*, z* > 0 tel que:

Ker 2* N X, = {0}

Supposons de plus que la topologie de X est o-continue. Alors
pour tous # € X, > 0 et ¢ > 0 il existe § > 0 tel que :

lyl<a, aXly) <3y < ¢

c’est-a-dire il existe sur X une structure de AL-espace (moins fine) qui
induit sur tout intervalle une topologie plus fine.

4.7. COoROLLATRE. Soit X un treillis de Banach, séparable, dont la
topologie est (o)-continue. Alors tout intervalle au sens de lordre est
relativement faiblement compact.

Regu le 4 octobre 1971
Institut de Mathémaliques
de U’ Académie, Bucarest
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